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Рассматривается многошаговое обобщение модели «нападение-
оборона», определенной и изученной Ю.Б. Гермейером. Она является
модификацией модели О.Гросса. Сходная модель была предложена
В.А.Гореликом для производства бензина. Предлагается простейшее
многошаговое расширение модели «нападение-оборона», состоящее
в том, что соответствующая игра разыгрывается многократно до
достижения одной из сторон заданного уровня потерь (истощения)
несовместимого с дальнейшим продолжением конфликта. Предпо-
лагается, что условия информированности сторон на каждом шаге
остаются прежними и резервы не вводятся по ходу конфликта. По-
казано, что в этих предположениях многошаговая игровая модель
сводится к дискретной модели Осипова-Ланчестера, имеющей ре-
шение в виде линейной функции двух геометрических прогрессий с
кусочно-постоянными коэффициентами и знаменателями прогрессий.
Ключевые слова: игра «нападение-оборона», гарантированный ре-
зультат нападения, минимаксная стратегия обороны, гарантированный
результат обороны, значение игры, оптимальная смешанная стратегия
нападения, оптимальная чистая стратегия защиты, простейшее много-
шаговое расширение игры.
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Введение
Рассматривается многошаговое обобщение игры «нападение-оборона», опреде-
ленной и изученной Ю.Б. Гермейером в работе [2]. Она является модификацией
модели О.Гросса [1] и является основой для наших дальнейших построений. Сход-
ная модель была предложена В.А.Гореликом для производства бензина [3]. В ра-
боте [16] исследована игровая модель, обобщающая модели Гросса и Гермейера.
В военных моделях пункты интерпретируются обычно как направления и харак-
теризуют пространственное распределение ресурсов защиты по ширине фронта
обороны. Реально имеет место также многошаговое продолжение конфликта в
виде последовательности ударов, наносимых до достижения достаточного уровня
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потерь одной из сторон (истощения), не совместимого с продолжением конфликта.
Таким образом, изучение динамики изменения численности сторон в многошаго-
вом конфликте, описываемом игрой «нападение-оборона», является актуальной
задачей и позволяет обобщить модель «нападение-оборона» в части учета много-
шагового характера конфликта. Предполагается, что условия информированно-
сти сторон на каждом шаге остаются прежними и резервы не вводятся по ходу
конфликта. Показано, что в этих предположениях многошаговая игровая модель
сводится к дискретной модели Осипова-Ланчестера, имеющей решение в виде ли-
нейной функции двух геометрических прогрессий с кусочно-постоянными коэф-
фициентами и знаменателями прогрессий.
Непрерывные и дискретные постановки основных задач распределения ресур-
сов систематически изложены в [5], в частности принцип уравнивания Ю.Б. Гер-
мейера, на котором основано вычисление гарантированного результата обороны,
являющегося значением игры «нападение-оборона». В работе [6] изучалась модель
Гросса с непротивоположными интересами сторон, в работах [7,8] – гарантирован-
ный результат защиты с произвольными выпуклыми аддитивными функциями
выигрыша в условиях целочисленности переменных, в работах [9,10] - динамиче-
ские расширения модели. В работе [11] изучалась простейшая модель многоуров-
невой системы защиты на заданном направлении. В работе [12] дополнительно
учитывались вероятности воздействия на каждом уровне защиты, определяемые
формулой Эрланга. В работе [13] эти результаты получают дальнейшее развитие в
части учета предварительного подавления средств защиты нападением. В работе
[14] были определены и изучены различные обобщения игры «нападение-оборона»
на орграфах с одним источником и стоком, которые определяют возможные пу-
ти подхода к обороняемому объекту. В работе [15] результаты [11] переносятся
на общую модель многоуровневой системы защиты, учитывающей возможность
использования этих средств на том или ином уровне защиты.
1. Базовая игра «нападение-оборона»
В [2] изучалась базовая для наших построений игра «нападение-оборона», ко-
торую можно сформулировать следующим образом. Пусть 𝑃𝑖 – вероятность пора-
жения одного средства нападения одним средством обороны на 𝑖-м направлении,
𝑖 = 1, ..., 𝑛. Требуется решить антагонистическую игру с функцией выигрыша на-





max {0, 𝑋𝑖 − 𝑃𝑖𝑈𝑖}. (1)
Пусть 𝑉 и 𝑌 – количества средств нападения и защиты. Стратегия обороны со-
стоит в распределении своих средств по направлениям защиты в соответствии с
вектором:
𝑈 = (𝑈1, ..., 𝑈𝑛) ∈ 𝐴 = {𝑈 |
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑈𝑖 = 𝑉,𝑈𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛} . (2)
Стратегия нападения состоит в распределении своих средств по направлениям в
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соответствии с вектором:
𝑋 = (𝑋1, ..., 𝑋𝑛) ∈ 𝐵 = {𝑋|
𝑛∑︁
𝑡=1
𝑋𝑖 = 𝑌,𝑋𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛} . (3)
Используя выпуклость функции 𝑓(𝑋,𝑈) по 𝑈 , для этой антагонистической игры














будет значением игры и минимаксная стратегия обороны оптимальна. Здесь
𝑋(𝑖) = (0, ..., 𝑋, ...0), где 𝑋 стоит на 𝑖-м месте, а остальные координаты равны
нулю. При этом оптимальной стратегией нападения является смешанная стра-
тегия, состоящая в том, чтобы сосредоточить все силы на одном направлении в
соответствии с оптимальным распределением вероятностей, которое может быть
получено по формулам, также приведенным в [4]. Эти формулы потребуются для
дальнейшего изложения, поэтому приведем их полностью.
Минимаксная стратегия, являющаяся оптимальной чистой стратегией оборо-







, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛. (5)
Соответствующий наилучший гарантированный результат обороны равен
𝑣 = max





и является значением игры.







𝑝0𝑖 = 1, 𝑝
0
𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛,
где 𝐼𝑋(𝑖) – вероятностная мера, сосредоточенная в точке 𝑋
(𝑖). Тогда оптимальной
является стратегия 𝜑0, когда 𝑝
0










, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛. (7)
2. Простейшая многошаговая модель «нападение-оборона»
Обозначим через 𝑌𝑡, 𝑉𝑡 средние количества средств сторон на конец 𝑡-го удара,
который моделируется разыгрыванием базовой игры «нападение-оборона». Тогда
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из уравнения (6) следует такое уравнение для величины 𝑌𝑡 при отсутствии резер-
вов





)︃−1⎞⎠ , 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑌0 = 𝑌. (8)
Для получения уравнения для величины 𝑉𝑡 рассмотрим 𝑖-е направление,
𝑖 = 1, ..., 𝑛. Пусть 𝑅𝑖 – вероятность поражения одного средства обороны одним
средством нападения на 𝑖-м направлении, 𝑖 = 1, ..., 𝑛. По аналогии с (8) можно
предположить, что потери составят в соответствие с формулой (5)









Теперь общие потери можно найти как математическое ожидание (9) с учетом
вероятностного распределения (7)




















Легко видеть, что справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Уравнение (10) можно преобразовать к виду
∆𝑉𝑡 = 𝑉𝑡+1 − 𝑉𝑡 = −𝑐𝑡𝑌𝑡 − 𝑑𝑡𝑉𝑡, 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑉0 = 𝑉, (11)
где 𝑐𝑡, 𝑑𝑡−некоторые константы, 0 < 𝑐𝑡 < 1, 0 < 𝑑𝑡 < 1.
Уравнение (8) может быть записано в виде
∆𝑌𝑡 = 𝑌𝑡+1 − 𝑌𝑡 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩






















, 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑌0 = 𝑌.
(12)





)−1 < 1. Рассмотрим два случая.
Если для какого-то момента 𝑡 = 𝑇 имеет место первый случай в (12), то
𝑌𝑡 ≡ 0, 𝑡 ∈ [𝑇 + 1,∞). (13)
Из уравнения (10) имеем ∆𝑉𝑡 = 𝑉𝑡+1−𝑉𝑡 = 0, 𝑡 = 𝑡 = 𝑇 + 1, ..., откуда следует, что
𝑉𝑡 = 𝑉𝑡0+1, 𝑡 = 𝑇 + 1, ..., и конфликт заканчивается исчерпанием сил нападения.
Таким образом, по определению 𝑇 , систему (8), (10) можно записать в виде{︂
∆𝑌𝑡 = −𝑒𝑉𝑡,
∆𝑉𝑡 = −𝑐𝑡𝑌𝑡 − 𝑑𝑡𝑉𝑡,
𝑡 = 0, 1, ..., 𝑇 − 1,
(14)
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Система (14)-(15) может рассматриваться как обобщенная дискретная модель
Осипова-Ланчестера с переменными коэффициентами. Обобщение состоит в том,
что правая часть второго уравнения зависит не только от численности противни-
ка, но и от текущей численности нападения.
3. Исследование простейшей многошаговой модели
Беря приращение левой и правой части второго уравнения в (14), получим
равенство
∆2𝑉𝑡 = ∆𝑉𝑡+1 −∆𝑉𝑡 = −𝑐𝑡∆𝑌𝑡 − 𝑑𝑡∆𝑉𝑡. (16)
Подставляя в полученное уравнение выражение для ∆𝑌𝑡 из первого уравнения,
получим после преобразования
𝑉𝑡+2 = (2− 𝑑𝑡)𝑉𝑡+1 + (𝑐𝑡𝑒 + 𝑑𝑡)𝑉𝑡. (17)
Заметим, что в силу утверждения леммы 1 оба коэффициента 𝐶𝑡 = 1 − 𝑑𝑡,
𝐷𝑡 = 𝑐𝑡𝑒+𝑑𝑡 в правой части положительны. Разобьем отрезок [0, 𝑇 − 1] на непере-
секающиеся интервалы постоянства коэффициентов в правой части (16). В част-
ности, на одном отрезке [𝑡0, 𝑡1 − 1] ⊆ [0, 𝑇 − 1], где 𝑐𝑡 = 𝑐𝑡0 , 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡0 , получаем
дискретное линейное однородное уравнение
𝑉𝑡+2 = (2− 𝑑𝑡0)𝑉𝑡+1 + (𝑐𝑡0𝑒 + 𝑑𝑡0)𝑉𝑡, 𝑡 = 𝑡0, ..., 𝑡1 − 1 (18)
с начальными условиями 𝑉𝑡0 , 𝑉𝑡0+1.
Характеристическое уравнение
𝑞2 − 𝐶𝑡0𝑞 −𝐷𝑡0 = 0














2, 𝑡 = 𝑡0, ..., 𝑡1 + 1.
Величины 𝐴 = 𝐴𝑡0 , 𝐵 = 𝐵𝑡0 находятся из начальных условий 𝑉𝑡0 , 𝑉𝑡0+1 по извест-
ным формулам

















Подставляя полученное решение в первое уравнение (14), получим
∆𝑌𝑡 = −𝑒𝑉𝑡 = −𝑒(𝐴𝑞𝑡1 + 𝐵𝑞𝑡2), 𝑡 = 𝑡0, ..., 𝑡1 − 1.
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Откуда следует, что





2), 𝑡 = 𝑡0, ..., 𝑡1 − 1,
или после преобразований
𝑌𝑡 = 𝑌𝑡0 − 𝑒(𝐴
𝑞𝑡1 − 𝑞𝑡01
𝑞1 − 1 + 𝐵
𝑞𝑡2 − 𝑞𝑡02
𝑞2 − 1 ), 𝑡 = 𝑡0, ..., 𝑡1 − 1.
Таким образом, справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Решение обобщенной система (14), (15) Осипова-Ланчестера с пере-
менными коэффициентами представляет собой линейную функцию двух геомет-
рических прогрессий с кусочно-постоянными коэффициентами и основаниями.
Замечание 1. Известно, что в непрерывном случае уравнения Осипова-Ланчестера
имеют решение в виде линейной комбинации двух волн в виде экспонент. Таким об-
разом, полученное решение можно считать дискретным аналогом аффинной ком-
бинации двух волн. Причем экспонентам соответствуют геометрические прогрес-
сии.
4. Возможные обобщения модели
Уравнение (12) в общем случае 𝑡 ∈ [0,∞) можно представить в виде
∆𝑌𝑡 = −𝑔𝑡𝑌𝑡 − 𝑒𝑡𝑉𝑡.
С учетом этого обстоятельства система (14) приобретает симметричный вид{︂
∆𝑌𝑡 = −𝑔𝑡𝑌𝑡 − 𝑒𝑡𝑉𝑡,
∆𝑉𝑡 = −𝑐𝑡𝑌𝑡 − 𝑑𝑡𝑉𝑡,
𝑡 = 0, 1, ....
(19)
В частности, на одном отрезке [𝑡0, 𝑡1 − 1] ⊆ [0,∞), где 𝑐𝑡 = 𝑐𝑡0 , 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡0 , 𝑔𝑡 = 𝑔𝑡0 ,
𝑒𝑡 = 𝑒𝑡0 , получаем дискретную линейную однородную систему. Обозначим через
𝐴𝑡 = 𝐴𝑡0 соответствующую матрицу правых частей системы (19). Характеристи-
ческое уравнение имеет вид
|𝜆𝐸 −𝐴𝑡0 | =
⃒⃒⃒⃒
(𝜆 + 𝑔𝑡0) 𝑒𝑡0
𝑐𝑡0 (𝜆 + 𝑑𝑡0)
⃒⃒⃒⃒
= 0 (20)















2, 𝑡 = 𝑡0, ..., 𝑡1 + 1.
Величины 𝐴 = 𝐴𝑡0 , 𝐵 = 𝐵𝑡0 находятся из начальных условий 𝑉𝑡0 , 𝑉𝑡0+1.
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Теорема 2. Решение обобщенной системы (19) Осипова-Ланчестера с перемен-
ными коэффициентами представляет собой линейную функцию двух геометри-
ческих прогрессий с кусочно-постоянными коэффициентами и основаниями.
Учтем теперь возможное пополнение сил сторон в ходе многошагового кон-
фликта. Предположим, что резерв нападения (обороны) на 𝑡-м шаге составляет
𝛼𝑡𝑌𝑡(𝛽𝑡𝑉𝑡), тогда уравнения (19) принимают вид{︂
∆𝑌𝑡 = (𝛼𝑡 − 𝑔𝑡)𝑌𝑡 − 𝑒𝑡𝑉𝑡,
∆𝑉𝑡 = −𝑐𝑡𝑌𝑡 + (𝛽𝑡 − 𝑑𝑡)𝑉𝑡,
𝑡 = 0, 1, ...,
(21)
т.е. сводятся к уравнениям типа (19) но со скорректированными коэффициентами.
Таким образом, при 𝑔′𝑡 = 𝑔𝑡 − 𝛼𝑡 > 0, 𝑑′𝑡 = 𝑑𝑡 − 𝛽𝑡 > 0 теорема 2 остается спра-
ведливой. Наконец, при двустороннем конфликте можно рассматривать двойную
систему (21) {︂
∆𝑌 𝐴𝑡 = −𝑔′𝑡𝑌 𝐴𝑡 − 𝑒𝑡𝑉 𝐵𝑡 ,
∆𝑉 𝐵𝑡 = −𝑐𝑡𝑌 𝐴𝑡 − 𝑑′𝑡𝑉 𝐵𝑡 ,
{︂
∆𝑌 𝐵𝑡 = −𝑔′𝑡𝑌 𝐵𝑡 − 𝑒𝑡𝑉 𝐴𝑡 ,
∆𝑉 𝐴𝑡 = −𝑐𝑡𝑌 𝐵𝑡 − 𝑑′𝑡𝑉 𝐴𝑡 ,
𝑡 = 0, 1, ...,
(22)
где индексы 𝐴,𝐵 относятся к соответствующим сторонам двустороннего конфлик-
та.
Учтем теперь возможное воздействие ударных сил друг по другу в ходе мно-
гошагового конфликта. Предположим, что дополнительные потери ударных сил
условно «нападения» 𝐴 («обороны» 𝐵) на 𝑡-м шаге составляют −𝛿𝐵𝑡 𝑌 𝐵𝑡 (𝛿𝐴𝑡 𝑌 𝐴𝑡 ).
Тогда уравнения (22) принимают вид{︃
∆𝑌 𝐴𝑡 = −𝑔′𝐴𝑡 𝑌 𝐴𝑡 − 𝑒𝐵𝑡 𝑉 𝐵𝑡 − 𝛿𝐵𝑡 𝑌 𝐵𝑡 ,
∆𝑉 𝐵𝑡 = −𝑐𝐴𝑡 𝑌 𝐴𝑡 − 𝑑′𝐵𝑡 𝑉 𝐵𝑡 ,
{︃
∆𝑌 𝐵𝑡 = −𝑔′𝐵𝑡 𝑌 𝐵𝑡 − 𝑒𝐴𝑡 𝑉 𝐴𝑡 − 𝛿𝐴𝑡 𝑌 𝐴𝑡 ,
∆𝑉 𝐴𝑡 = −𝑐𝐵𝑡 𝑌 𝐵𝑡 − 𝑑′𝐴𝑡 𝑉 𝐴𝑡 ,
𝑡 = 0, 1, ...,
(23)
т.е. являются однородной системой, но вдвое большей размерности, что позволяет
распространить нашу теорию на этот случай.
Характеристическое уравнение имеет вид
|𝜆𝐸 −𝐴𝑡0 | =
⃒⃒⃒⃒



















⃒⃒⃒⃒ = 0, (24)
или
|𝜆𝐸 −𝐴𝑡0 | = 𝑐𝐴𝑡0𝑒𝐵𝑡0(𝜆 + 𝑑𝐴𝑡0)(𝜆 + 𝑔𝐵𝑡0)− 𝑐𝐴𝑡0𝑒𝐵𝑡0𝑒𝐴𝑡0𝑐𝐵𝑡0+






𝑡0)−−(𝜆 + 𝑑𝐵𝑡0)(𝜆 + 𝑑𝐴𝑡0)𝛿𝐴𝑡0𝛿𝐵𝑡0 − (𝜆 + 𝑑𝐵𝑡0)(𝜆 + 𝑔𝐴𝑡0)𝑒𝐴𝑡0𝑐𝐵𝑡0 = 0.
(25)
Если характеристическое уравнение (25) имеет четыре различных действитель-
ных решения, то стороны имеют решения, являющиеся кусочно-линейной суммой
четырех волн

































4, , 𝑡 = 𝑡0, ..., 𝑡1 + 1.
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4, 𝑡 = 𝑡0, ..., 𝑡1 + 1.
Если какой-то действительный корень 𝜆𝑚 имеет кратность 𝑟𝑚 > 1, то ему соот-
ветствуют решения вида (𝐹0 + ... + 𝐹𝑚𝑡
𝑟𝑚−1)𝜆𝑡𝑚 по каждой переменной. Случай
комплексных корней характеристического уравнения здесь не рассматривается.
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The article reviewed a multi-step generalization of the “attack-defense”
model, which was defined and studied by Y.B. Germeyer. It is a modifi-
cation of Gross’s model. A similar model was proposed by V.A. Gorelik
for the production of gasoline. The authors proposes a simplest multi-step
expansion of the “attack-defense” model, consisting in the fact that the
corresponding game is played repeatedly until one of the parties reaches a
given level of loss (exhaustion) incompatible with the further continuation
of the conflict. It is assumed that the conditions of the parties’ awareness
at each step remains the same and the reserves are not introduced during
the conflict. It is shown that under these assumptions the multistep game
model reduces to a discrete Osipov-Lanchester’s model having a solution in
the form of a linear function of two geometric progressions with piecewise
constant coefficients and denominators of progressions.
Keywords: attack-defense game, guaranteed attack result, minimax de-
fense strategy, guaranteed defense result, value of game, optimal mixed at-
tack strategy, optimal pure defense strategy, simplest multi-step expansion
of the game.
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